QFT entfernt den Shift
Lemma Entfernen des Shifts durch QFT

QFTmrlzr b \/— Z 927” £|m£

Beweis:
@ Es gilt QFT |z, p) = % ZT’J QFT,,,/|kr + b). Umformung liefert

m—1 27,”kr+b

s Yly)
\/mT k=0 ©
@ Wir ziehen den vom Shift b abhangigen Term aus der 1. Summe

1 by 1 l
,1772 Z;TII’O 627” Zm 27rl |y>

e Fiiry = mt, ¢ € Z, erhalten wir &2/ = 2™ und e2™in — 1.
° [__)les liefert sofort die geforderte obige Formel.
@ Ubungsaufgabe: Rechnen Sie nach, dass fir m [y qilt

k
_ iy

@ D.h. die restlichen Amplituden heben sich gegenseitig auf.
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Finden der Ordnung von 2 in Zj;
Beispiel: Finden der Periode von 2 in Zj;
Gegeben: |Zi;| =8
Gesucht:  ordz; (2)

@ Sei f(x) = 2¥ mod 15 mit reversibler Einbettung Us.
@ Auf |0%)|0%) wird H3 ® /3 und U; angewendet. Dies liefert

15T oI  mod 18) = T (10)[1) + [1)[2) + 12)14) + [3)8)

1) +15)[2) +16)|4) + |7>|8>)-

@ Angenommen wir messen |2) im rechten Teil.
@ Dann steht in den ersten 3 Qubits der periodische Zustand
|241) = J5(11) +15)).
il . .
© QFTg(|241)) = 3 370 €°™'3"|26) = 5(|0) + i[2) — |4) — i]6)).

® Bei Messung von 6 erhalten wir 1,2 = §.
15

@ Der Nenner impliziert 4 | ord(2). Wir priifen 2* = 1 mod 15.
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Finden der Periode ohne Vielfachheit

Problem Finden der Periode

Gegeben: n, perlodlscher Zustand |z, p) = \F > _kjo<kr+b<2n |KI + b)

mit r < m < 2°, so dass |z, ) ein Einheitsvektor ist.
Gesucht: r

Idee der Lésung:
@ Es gilt QFTon(|Z,p)) = WZ}Z’H 01 6‘27” hym- 01 271'/2ny|y>
@ Amplitude Zk:O ?mishY W|rd groB3, falls y nahe einem Vielfachem

von 2—" ist. Wir zeigen ’y — = -é‘ 1 far ein ¢ € Z, mit hoher Ws.
° Wegen 2" > r? folgt damit |— —f << b

@ Damit kommt % in der Kettenbruchentwicklung von ; vor.
@ Zeigen alternativ, dass man Wr&r) mittels Gittern finden kann.

@ 2 Durchgange des Algorithmus liefern r{ =
o Mit Ws > & gilt r = kgV(ry, 12).

r o = r
gcd(?r,r)’ '2 = ged(fr)
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Messung von y

Lemma Gemessenes y approxiert Vielfaches von 2

Mit Ws mindestens % > 0.4 erhalten wir ein y mit ’y C

n|—

Beweisskizze: ,
@ Seiy, = 20+ 5, fur [, < 5 und p(yr) = =5 | ko 1 g2miznye
@ Fur die Berechnung von p(yg) tragt nur der Term &, bei.

L2
@ Ubung: m2" - p(y,) = lan ™t

r _ Sin? (7 57 mé,)
e Sinz(ﬂ'an&g)

@ Wegen m~ 2—" und sin(x) ~ x flr kleine x erhalten wir

P(Ye) = 7in (m)z ~ (Mf

2misn Se_q

7r2—n6@ T Ty

2
27
@ Es gilt sin(x) > 2x fur x € [0, 3], d.h. p(ye) > 1 <7* 6’“’) =14,

L))

@ Ws qilt fur alle p(y,) mit ¢ € Z,, d.h. wir messen ein y mit Ws >

I
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Berechnen von r/gcd(?, r)

Lemma Berechnen von / und r
SelyeZmlt)y—— £’<1und£eZ,,r2<2” Dann kann in
Zeit O(n?) berechnet werden.

P
ged(4,r)

Beweisskizze:

@ Es gilt yr — 2"¢ = x fur ein x € Z mit |x| < 7.

@ Seien I, ¢', x' die durch gcd(¥, r) gekirrzten Unbekannten r, ¢, x.

@ Definieren f(r',x") = yr' — x' mit f(r', x’) = 0 mod 2".

@ fist modulares lineares Polynom mit Nullstelle (r’, x), so dass

’I”-X” < r. é < 2n71_

@ Vorlesung Kryptanalyse: r’, x' werden in Zeit O(n?) gefunden,
sofern |r" - x'| kleiner als der Modul 2" ist.

@ Sei B= < g) 2yn ) Dann gilt (r',—¢') - B= (', x')! und (r', x') ist
eine klrzeste ganzzahlige Linearkombination von Vektoren aus B.

@ D.h. ein kirzester Vektor liefert r' = m.
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GaufBalgorithmus

Definition Gitter

Sei B € 72*2. Wir bezeichnen mit L(B) = {x € Z? | aB = x,a € 7Z?}
das von den Vektoren von B aufgespannte Gitter. Wir verwenden flir
die Lange von Gittervektoren x = (x1, x2) die £>-Norm x| = /X1 + Xz.

Algorithmus Gauf3algorithmus
g; ) e 72%2
@ Subtrahiere vom langeren Basisvektor ein ganzzahliges
Vielfaches des kirzeren Basisvektors, das die Norm minimiert.
© Vertausche die beiden Vektoren.
© lteriere Schritte 1+2 solange sich die Norm in Schritt 1 verkurzt.
AUSGABE: Reduzierte Basis

EINGABE: Basis B = (
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GaufBalgorithmus liefert kiirzeste Vektoren

Fakt GauBalgorithmus

Der GauBalgorithmus liefert bei Eingabe einer Basis B mit maximalem
Basiseintrag by, in Zeit O(log? by,) eine reduzierte Basis mit kiirzestem
Gittervektor in L(B).
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Shor’s Algorithmus (1994)

Algorithmus Shor’s Algorithmus zum Finden der Ordnung
EINGABE: a, N

@ Bendtigen 2" > N? > ¢?(N), d.h. wahle n = [2log N].

@ Sei U die reversible Einbettung von f(x) = & mod N.

© Wende auf [0™)|0") zunachst H, ® I, dann Uy an. Liefert

T Cas! x)la mod Ny = 254 (s S0 ke + b)) [@° mod N).
© Messen der hinteren n Register liefert in den ersten n Registern
|2r6) = J= Sko |Kr + b).

© Berechne QFT(|z,p)) und messe ein ;.

© Wiederhole Schritte 1-5 fiir ein y».

@ Berechne ry = Wr&r) r = W;m aus yy, y» mit GauB3-Alg.

© Berechne r = kgV(ry, r2). Falls a" # 1 mod N, Ausgabe “Fehler”.
AUSGABE: r = ordz,.(a)
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Finden der Ordnung von 2 in Z3,

Beispiel: Finden der Periode von 2 in Z3,

@ Wahle der Einfachheit halber nur n = 6. Wir erhalten
F20 02X mod 21) = o (o)1) + )2} + ... +5)11)

+[60)[1) + [61)12) + [62)[4) + 63)8) ).
@ Messung von |4) im rechten Teil liefert im linken Teil
|262) = A7 1% [10k +2).
® QFTy(|2s2)) und Messung liefert ein y = 114 mit Ws > 4.
@ Bei Messung von y = 11 - 1 erhalten wir die Gitterbasis
1 11
B= < 0 64 >
@ GauBalgorithmus liefert kiirzesten Vektor (6,2) = (r, x) in L(B).
@ Wir priifen 2" = 26 = 1 mod 21.
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